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摘　　　要：在引入黏弹性材料复模量模型和考虑圆柱壳弹性边界的基础上，研发了有限元程序来解决考虑

频率依赖性的复合圆柱壳振动频率与阻尼的非线性计算问题。创建了一种４节点２４自由度复合壳单元来模

拟局部贴敷黏弹性阻尼层圆柱壳的力学行为，推导了单元的刚度及质量矩阵。提出由６个弹簧组组成的周向

变刚度弹性约束模型来模拟圆柱壳底部的弹性边界条件。确定了复合圆柱壳的动力学有限元方程，并描述了

用特征向量增值法求解其振动频率与阻尼的迭代计算过程。对贴敷ＺＮ１自由阻尼层圆柱壳进行了实例计

算，结果表明：该算法的计算结果与实验测试值误差最大为３．６９％，另外黏弹性材料的频率依赖性对复合结

构固有频率影响小于０．０１％，而对模态损耗因子影响最大为１０９．４７％。
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　　航空、航天装备中存在大量的圆柱壳结构，例

如航空发动机机匣以及火箭的外壳等。这些结构

在多场耦合外载荷作用下经常由于振动超标而发

生失效。因而必须寻求有效的减振措施以提高圆

柱壳结构的抗振及抗疲劳特性。

在结构的外表面贴敷黏弹性阻尼层是一种重

要的阻尼减振措施，其利用黏弹性材料的高耗能

特性（高内阻尼）实现削弱结构的共振峰的目标，

因而得到了最为广泛的应用［１３］。为了面向圆柱

壳结构实现有效的阻尼减振，必须创建相应的振

动分析模型，以实现对贴敷黏弹性阻尼层圆柱壳

结构振动特性的有效预估。黏弹性材料具有频率

依赖特性［４６］，即其弹性模量和材料损耗因子等会

随外激振频率的改变而变化，因而考虑频率依赖

性的黏弹性阻尼复合结构的动力学建模一直是一

项挑战性的研究任务。

目前已经有很多学者针对贴敷黏弹性阻尼层

圆柱壳结构的动力学建模问题开展了研究，例如，

Ｓａｉｎｓｂｕｒｙ和 Ｍａｓｔｉ
［７］采用有限元法对局部贴敷

黏弹性阻尼层的复合圆柱壳建模，研究了其振动

特性。Ｚｈｅｎｇ等
［８］应用半解析法对两端支撑的局

部贴敷阻尼层圆柱壳建模，分析了圆柱壳的振动

响应并进行了相关阻尼优化研究。Ｍｏｋｈｔａｒｉ

等［９］使用ＲａｙｎｅｌｌＲｉｔｚ法和Ｄｏｎｎｅｌｌ理论对黏弹

性阻尼层的复合圆柱壳建模，研究了简支状态下

的圆柱壳在不同长度、半径和厚度下的振动和阻

尼特性。Ｓａｒａｖａｎａｎ等
［１０］使用半解析法对旋转态

下的多层黏弹性阻尼层复合圆柱壳进行建模并研

究了黏弹性阻尼层数对振动和阻尼特性的影响。

从上述的研究可已看出，研究者对贴敷黏弹性阻

尼层圆柱壳的振动特性已进行较为深入的研究，

但是从作者掌握的文献上来看，还没有发现在考

虑黏弹性材料频率依赖性的基础上对复合圆柱壳

结构进行建模及分析的研究。

航空及航天中的圆柱壳结构一般都由螺栓固

定，通常为弹性约束边界，为了有效完成对上述结

构的建模，还需要研究对圆柱壳弹性边界的有效

模拟。目前主要使用弹簧组来模拟圆柱壳的弹性

边界条件，实践证明这是一种非常有效的建模方

法。相关研究诸如，Ｚｈｏｕ等
［１１］用８组平动弹簧

及旋转弹簧来模拟两端约束的圆柱壳边界条件，

分析了弹簧刚度值的变化对固有频率的影响。

Ｙａｎｇ等
［１２］用３组平动弹簧和一组旋转弹簧来模

拟一端约束的黏弹性夹层圆柱壳边界条件，并计

算了复合圆柱壳的固有频率和损耗因子。Ｓｏｎｇ

等［１３］也用相同的边界模拟方法研究了复合圆柱

壳的振动和阻尼。在上述用弹簧组模拟圆柱壳的

研究中，每类弹簧组的刚度通常取一个值，即弹簧

组的刚度是均匀分布的。实际上螺栓存在影响

区，其连接刚度值是非均匀分布的［１４］，因而这种

用定刚度值弹簧组模拟圆柱壳边界条件的方法势

必会降低动力学建模与分析的精度。

本文以局部贴敷黏弹性阻尼层圆柱壳为对

象，采用有限元法对其进行动力学建模与分析。

在建模过程中引入了黏弹性阻尼材料的频率依赖

性，并用非均匀分布弹簧组来模拟复合圆柱壳的

弹性边界。进行了实例研究，用实验结果对所研

发的模型进行了验证，并分析了黏弹性材料的频

率依赖性对复合圆柱壳振动特性的影响。

１　局部贴敷黏弹性阻尼层圆柱壳

动力学有限元建模

　　如图１所示为所研究的局部贴敷黏弹性阻尼

层的圆柱壳结构。复合薄壁圆柱壳主要由厚度为

犜１ 的金属基体和厚度为犜２ 的黏弹性阻尼层构

成。在圆柱壳的中心建立了柱坐标系（狓，θ，狕），其

中狌、狏和狑 分别为沿轴向狓、周向θ和径向狕的

中面参考位移，犔和犚 分别为黏弹性圆柱壳的轴

７７１１
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向长度和名义半径，犔ｃ为周向局部贴敷阻尼层的

高度。中面到圆柱壳内表面的距离犺０可表示为

犺０ ＝
犈１犜

２
１＋２犈０犜１犜２＋犈０犜

２
２

２犈１犜１＋犈０犜（ ）２
（１）

式中犈１ 为基体的弹性模量，犈０ 是角频率为０

ｒａｄ／ｓ时黏弹性阻尼层的弹性模量。

图１　局部贴敷黏弹性阻尼层圆柱壳复合结构

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｐａｒｔｉａｌｌｙ

ｃｏｖｅｒｅｄｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｄａｍｐｉｎｇｌａｙｅｒ

这里结合黏弹性阻尼层圆柱壳的特点研发了

一种４节点２４自由度的复合圆柱壳单元，通过

Ｍａｔｌａｂ软件自行编制有限元程序来实现对复合

结构的振动分析，以下描述具体的推导过程。

１１　单元分析

图２为所研发的复合圆柱壳单元，该单元每

个节点包含６个自由度，分别定义为狌，
狌

θ
，狏，
狏

θ
，

狑，
狑

θ
。

图２　复合圆柱壳单元

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｅｌｅｍｅｎｔ

　　复合壳单元任意一点的位移场同节点犻位移

的关系可表示为

［狌，狏，狑］Ｔ ＝

∑
４

犻＝１

犖犻（狓，θ）狌犻，
狌犻

θ
，狏犻，
狏犻

θ
，狑犻，
狑犻

 ］［ θ

Ｔ

（２）

式中犖犻为节点犻的单元形函数矩阵，表示为

犖犻 ＝

犖犻 犖θ犻 ０ ０ ０ ０

０ ０ 犖犻 犖θ犻 ０ ０

０ ０ ０ ０ 犖犻 犖θ

熿

燀

燄

燅犻

（３）

　　根据弹性板壳理论及Ｌｏｖｅ第一近似理论
［１５］，

复合壳单元内的应变位移关系可以表示为

ε１，ε２，γ，κ１，κ２，［ ］τ
Ｔ
＝

∑
４

犻＝１

Β犻 狌犻，
狌犻

θ
，狏犻，
狏犻

θ
，狑犻，
狑犻

［ ］θ
Ｔ

（４）

式中ε１、ε２、γ和κ１、κ２，τ分别为圆柱壳中面上一

点的应变和弯曲应变。犅犻（犻＝１，２，３，４）为单元应

变矩阵，可以表示为

犅犻 ＝

犖犻

狓
犖θ犻

狓
０ ０ ０ ０

０ ０
１

犚
·犖犻
θ

１

犚
·犖θ犻
θ

犖犻
犚

犖θ犻
犚

１

犚
·犖犻
θ

１

犚
·犖θ犻
θ

犖犻

狓
犖θ犻

狓
０ ０

０ ０ ０ ０

２犖犻

狓
２


２犖θ犻

狓
２

０ ０ －
１

犚２
·犖犻
θ

－
１

犚２
·犖θ犻
θ

１

犚２
·

２犖犻

θ
２

１

犚２
·

２犖θ犻

θ
２

０ ０ －
２

犚
·犖犻
狓

－
２

犚
·犖θ犻
狓

２

犚
·

２犖犻

狓θ

２

犚
·

２犖θ犻

狓

熿

燀

燄

燅θ

（５）

　　对于贴敷黏弹性阻尼层部分，结构包含了第

１层圆柱壳基体和第２层黏弹性阻尼层。其中基

体层的弹性模量为犈１，而黏弹性材料具有频率依

赖性，其复模量犈
２ （ω）可表示为

犈
２ （ω）＝犈２（ω）［１＋ｉη２（ω）］ （６）

式中犈２（ω）和η２（ω）分别为黏弹性材料的弹性模

量和损耗因子，ω为激振频率。

假设圆柱壳处于平面应力状态，由广义胡克

定律可得圆柱壳第犾层应力与应变的关系
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σ狓

σθ

σ狓

熿

燀

燄

燅θ

＝

犙犾１１ 犙犾１２ ０

犙犾２１ 犙犾２２ ０

０ ０ 犙犾

熿

燀

燄

燅３３

ε狓

εθ

γ狓

熿

燀

燄

燅θ

（７）

式中σ狓、σθ、σ狓θ和ε狓、εθ、γ狓θ分别为圆柱壳任意点处

的应力和应变，犙犾犻犼 犾＝１，（ ）２ 可以表示为

犙１１１ ＝犙
１
２２ ＝

犈１
１－μ

２
１

，　犙
２
１１ ＝犙

２
２２ ＝

犈
２ （）ω
１－μ

２
２

犙１１２ ＝犙
１
２１ ＝

犈１μ１

１－μ
２
１

，　犙
２
１２ ＝犙

２
２１ ＝

犈
２ （）ωμ２

１－μ
２
２

犙１３３ ＝
犈１

２１＋μ（ ）１
，　犙

２
３３ ＝

犈
２ （）ω

２１＋μ（ ）２
（８）

式中μ１ 和μ２ 分别为基体和黏弹性层的泊松比。

可以进一步得到单元的内力犉与弯矩犕，表

示为

犉狓

犉θ

犉狓θ

犕狓

犕θ

犕狓

熿

燀

燄

燅θ

＝∫
狕
２

狕
０

σ狓

σθ

σ狓θ

狕σ狓

狕σθ

狕σ狓

熿

燀

燄

燅θ

ｄ狕＝犛


ε１

ε２

γ

κ１

κ２

熿

燀

燄

燅τ

（９）

式中犛为贴敷部位的弹性矩阵，可以表示为

犛 ＝

犃１１ 犃１２ ０ 犅１１ 犅１２ ０

犃２１ 犃２２ ０ 犅２１ 犅２２ ０

０ ０ 犃３３ ０ ０ 犅３３

犅１１ 犅１２ ０ 犇１１ 犇１２ ０

犅２１ 犅２２ ０ 犇２１ 犇２２ ０

０ ０ 犅３３ ０ ０ 犇

熿

燀

燄

燅３３

（１０）

式中犃犻犼、犅犻犼和犇犻犼可以表示为

犃犻犼 ＝∑
２

犾＝１
犙犾犻犼 狕犾－狕犾－（ ）１

犅犻犼 ＝
１

２∑
２

犾＝１
犙犾犻犼 狕

２
犾 －狕

２
犾－（ ）１

犇犻犼 ＝
１

３∑
２

犾＝１
犙犾犻犼 狕

３
犾 －狕

３
犾－（ ）１ （１１）

式中狕０＝－犺０，狕１＝犜１－犺０，狕２＝犜１＋犜２－犺０。

由于黏弹性材料的弹性模量远小于基体的弹

性模量，为了简化建模计算的过程，对于局部贴敷

黏弹性阻尼层薄壁圆柱壳可以假定其贴敷部位和

未贴敷部位的中面完全重合。

贴敷了黏弹性材料的部位，单元的复刚度矩

阵犓
ｅ 和质量矩阵犕ｅ可以表示为

犓
ｅ ＝

１

２∫∫∫犅
Ｔ犛犅（犚＋狕）ｄ狕ｄθｄ狓 （１２）

犕ｅ＝
１

２∫∫∫ρ犖
Ｔ犖（犚＋狕）ｄ狕ｄθｄ狓 （１３）

式中复刚度矩阵犓
ｅ ＝犓ｅ＋ｉ犇ｅ，犓ｅ 和犇ｅ 分别为

单元刚度矩阵和材料阻尼矩阵；ρ＝犜１ρ１＋犜２ρ２，

ρ１ 和ρ２ 分别为基体和黏弹性材料的密度；犖和犅

分别为４个节点组成的单元形函数矩阵和应变

矩阵。

未贴敷黏弹性材料的部位，单元刚度矩阵犓ｅ

和质量矩阵 犕ｅ 的计算与式（１２）和式（１３）一样，

其中ρ＝犜１ρ１，计算犛
时令犙２犻犼＝０。

１２　弹性边界条件的模拟

假设圆柱壳是通过螺栓固定在一个特定的结

构上，如图３所示，这样圆柱壳的约束并不是简支

或固支等经典边界，而是一种弹性约束。这里提

出用连续分布的弹簧组模拟复合圆柱壳的底部的

弹性约束，每个弹簧组包含了３个平动弹簧，其刚

度分别为犽狌、犽狏 和犽狑 以及３个转动弹簧，其刚度

分别为犽狌θ、犽狏θ和犽狑θ。

图３　变刚度弹性约束圆柱壳模型

Ｆｉｇ．３　Ｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｍｏｄｅｌ

ｗｉｔｈｖａｒｉａｂｌｅｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

螺栓起连接作用时会在两个接触结合面之间

产生一个以螺栓杆轴心为中心的一个非均匀分布

近似圆形的压力区域，称为螺栓影响区［１６］，因而

这些分布的弹簧组不应该具有相同的刚度值。为

了简化建模，这里提出一种周向变刚度弹性约束

模型来模拟圆柱壳底部的螺栓连接。在这个模型

中，假设弹簧的刚度值有两种状态：一种是靠近螺

栓影响区域的刚度值犽犼１；另一种是远离螺栓影响

区域的刚度值犽犼２，其分布规律如图４所示，刚度

关系式为

犽犼１ ＞犽犼２ （１４）

式中犼＝狌，狏，狑，狌θ，狏θ，狑θ。

在复合圆柱壳的建模过程中，需要确定这两

种刚度值的大小，这里采用反推辨识技术来实现

上述目标，在匹配计算环节，采用 ＭＯＥＡ／Ｄ算法

（基于分解的多目标进化算法）［１７］。决策变量为

待求的两个刚度值犽犼１和犽犼２，目标变量为测得的
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图４　弹簧组刚度分布示意图

Ｆｉｇ．４　Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｓｐｒｉｎｇｇｒｏｕｐ

犘阶固有频率犳狆（狆＝１，２，…，犘）。ＭＯＥＡ／Ｄ算

法会在设定的弹簧刚度取值范围内随机取值构成

犖 个种群，每个种群是一个１２×１的向量，可以表

示为

狓狀 ＝ ｛犽狌１，…，犽狑θ１，犽狌２，…，犽狑θ２｝
Ｔ （１５）

式中狀＝１，２，…，犖，这犖 个种群可构成种群矩

阵狓。

目标函数可以表示为

犵狀（狓狘λ狀）＝ｍａｘ
犘

狆＝１
λ狀，狆狘犳狆（狓）－犳狆｛ ｝狘 （１６）

式中λ狀 ＝ ｛λ狀，１，λ狀，２，…，λ狀，犘｝
Ｔ 是一个权重向量，

其中λ狀，狆是第狆阶固有频率的加权值，犳狆（狓）为根

据当前的狓 计算得到的第狆 个固有频率值，

犵狀（狓｜λ狀）为计算得到的所有固有频率里与目标固

有频率经过加权后最大的一个值。

ＭＯＥＡ／Ｄ算法通过迭代的方式，不断地遗传

进化使得犵狀（狓｜λ狀）的值越来越小，通过这种方式

可以根据实验测得的固有频率值反推辨识出对应

各个自由度的弹簧刚度值。

１３　整体有限元方程的建立

在贴敷黏弹性阻尼层的复合圆柱壳上，按单

元对应的节点编号对单元刚度及质量进行组集。

设圆柱壳贴敷部位的整体复刚度矩阵为犓ｐ（ω）

和整体质量矩阵为犕ｐ，未贴敷部位的整体刚度矩

阵为犓ｄ和整体质量矩阵为犕ｄ。进一步，将各约

束弹簧的刚度值犽狌、犽狏、犽狑、犽狌θ、犽狏θ和犽狑θ按节点编

号及自由度放入弹簧刚度矩阵犓ｓ中，这些矩阵的

维数与整体有限元方程的自由度相同。

所以局部贴敷黏弹性阻尼层薄壁圆柱壳的频

域自由振动方程可以表示为

（犓（ω）－ω
２犕）犡

＝０ （１７）

式中犓（ω）＝犓ｐ（ω）＋犓
ｄ＋犓ｓ，犕＝犕ｐ＋犕ｄ，

犡为复响应幅度矢量。

２　考虑频率依赖性的复合圆柱壳

振动频率与阻尼迭代求解

　　分析黏弹性阻尼层薄壁圆柱壳的振动频率与

阻尼需要求解固有频率、模态振型和模态损耗因

子等参数，由于贴敷的黏弹性材料具有频率依赖

性，这里采用特征向量增值法［１８］通过迭代求解其

振动频率与阻尼。

黏弹性复合圆柱壳的特征方程可以表示为

［－λ狉犕 ＋犓
（ω）］φ


狉 ＝０　　狉＝１，２，…，狊

（１８）

式中λ

狉 、φ


狉 分别为第狉 阶复特征值和复特征

向量。

当角频率ω＝０ｒａｄ／ｓ时，复合圆柱壳的特征值

和特征向量为λ狉，０，φ狉，０，其与任意频率下的复特征

向量存在一个差值，定义为特征向量的增量，表示为

Δφ

狉 ＝φ


狉 －φ狉，０ （１９）

　　特征向量的增量Δφ

狉 可进一步表示为

Δφ

狉 ＝φ０犫


狉 （２０）

式中φ０ 为ω＝０时系统特征向量组成的矩阵，犫

狉

为模态贡献系数向量，犫狉 的表达式为

犫狉 （狆）＝
φ
Ｔ
狆，０ψ


狉／（λ狆，０－λ狉，０）

０，　狆＝｛ 狉
（２１）

式中ψ

狉 ＝ 犓（０）－犓（ω（ ））φ狉，０。

所以可以进一步得到复特征向量φ

狉 ，而复特

征值λ

狉 可以由瑞利商得到，求解式为

λ

狉 ＝

φ
Ｔ
狉 犓

（ω）φ

狉

φ
Ｔ
狉 犕φ


狉

（２２）

　　用迭代的方法计算复合圆柱壳的振动频率与

阻尼。步骤如下：

１）计算角频率ω＝０ｒａｄ／ｓ时的系统特征值

λ

狉，０，特征向量φ


狉，０和刚度矩阵犓（０），并将特征向

量归一化。设置犐＝１，最大迭代次数犐ｍａｘ，收敛条

件狋ｏｌ和初始频率ω。

２）通过频率ω计算复模量犈（ω），再由式

（１２）计算单元复刚度矩阵犓
ｅ ，经组集后获得复

刚度矩阵犓（ω）并计算增量刚度矩阵Δ犓。

３）通过式（２１）计算模态贡献系数向量犫狉 ，

式（１９）和式（２０）计算特征向量的增量Δφ

狉，犻和复

特征向量φ

狉，犻，利用式（２２）计算获得第狉阶复特征

值λ

狉，犻。

４）计算式（２３）中犽犐 的值，若不满足终止条

件犽犐＜狋ｏｌ或犐＞犐ｍａｘ，则令ω＝Ｒｅ（λ

狉，槡 犐），犐＝犐＋

１，重复步骤２）和步骤３）。
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犽犐 ＝ｍａｘ
Ｒｅ（λ狉，犐－λ


狉，犐－１）

Ｒｅ（λ狉，犐－１）
，Ｉｍ
（λ狉，犐－λ


狉，犐－１）

Ｉｍ（λ狉，犐－１［ ］）

（２３）

　　５）若满足收敛条件，则输出此时的系统固有

频率犳狉和模态损耗因子η狉，可以表示为

犳狉 ＝ Ｒｅ（λ狉槡 ）／２π （２４）

η狉 ＝Ｉｍ（λ

狉 ）／Ｒｅ（λ


狉 ） （２５）

３　实例研究

３１　问题描述

本部分以贴敷黏弹性阻尼层圆柱壳为对象实

践本文研发的算法。圆柱壳名义半径为２２５ｍｍ，

壁厚为３ｍｍ，长为２１０ｍｍ，夹持端由１８个 Ｍ１２

规格的螺栓固定在夹具上，螺栓预紧力为４０

Ｎ·ｍ。基体材料为４５＃钢，弹性模量犈１＝２１０

ＧＰａ，泊松比μ１＝０．２６９，密度ρ１＝７８５０ｋｇ／ｍ
３。

如图５所示，ＺＮ１黏弹性阻尼层贴敷在圆柱

壳的上部，圆柱壳高度与贴敷高度之比犔／犔ｃ＝３，

具有频率依赖性的黏弹性材料特性曲线见图６，

该阻尼层的泊松比μ２＝０．５，ρ２＝７８９．５ｋｇ／ｍ
３，贴

敷厚度为１ｍｍ。

采用锤击法测试复合圆柱壳的振动频率与阻

尼，构建的实验系统如图７所示。在圆柱壳上共

标记有５４个测点，测点从最上至下共３圈，每一

图５　圆柱壳实验件

Ｆｉｇ．５　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｐｉｅｃｅｆｏｒｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ

图６　ＺＮ１黏弹性材料特性曲线

Ｆｉｇ．６　ＣｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｃｕｒｖｅｓｏｆＺＮ１ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｍａｔｅｒｉａｌ

图７　锤击测试图

Ｆｉｇ．７　Ｈａｍｍｅｒｔｅｓｔｃｈａｒｔ

圈１８个测点。加速度传感器的位置为拾振点，使

用ＰＣＢ模态力锤从上至下逐点锤击实验件，用

ＬＭＳ１６通道便携式数据采集前端采集实验数

据，最终可获得０～１５００Ｈｚ范围内圆柱壳的各阶

固有频率及其对应的模态振型，相关实验结果见

后续理论部分。

３２　研发复合壳单元的正确性校验

针对分析对象，以 ＭＡＴＬＡＢ软件自编有限

元求解程序与ＡＮＳＹＳ软件仿真对比验证所开发

复合壳单元的正确性。不考虑黏弹性材料的频率

依赖性，弹性模量按犈２＝４ＭＰａ引入，对比全约

束态下的固有频率。ＡＮＳＹＳ软件仿真使用的是

Ｓｏｌｉｄ１８６实体单元，划分单元数为 ８３４０ 个；

ＭＡＴＬＡＢ程序划分单元数量为２１６个，节点数

量为２８８个，如图８所示。计算结果均列在表１

中，其中犳ＡＮＳＹＳ和犳ｆｉｎｉｔｅ分别为用 ＡＮＳＹＳ和自编

有限元程序计算获得的固有频率。

图８　有限元模型

Ｆｉｇ．８　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

由表１可知，开发的４节点２４自由度壳单元

其在划分单元数较少时仿真精度便能媲美 ＡＮ

ＳＹＳ软件的８３４０个单元的结果。

１８１１
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表１　全约束下复合圆柱壳的前５阶固有频率

犜犪犫犾犲１　犉犻狉狊狋５狀犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳犮狅犿狆狅狊犻狋犲

犮狔犾犻狀犱狉犻犮犪犾狊犺犲犾犾狊狌狀犱犲狉犳狌犾犾犮狅狀狊狋狉犪犻狀狋

阶次 犳ＡＮＳＹＳ／Ｈｚ 犳ｆｉｎｉｔｅ／Ｈｚ
（犳ＡＮＳＹＳ－犳ｆｉｎｉｔｅ ／

犳ｆｉｎｉｔｅ）／％

１ ６３２．８７ ６３８．５５ ０．８９

２ ７６２．３５ ７６８．６９ ０．８２

３ ９４９．５５ ９５６．８８ ０．７７

４ １１７７．５０ １１８６．４２ ０．７５

５ １５８１．２０ １５９３．７０ ０．７８

３３　振动频率与阻尼求解

用所研发的有限元法对贴敷黏弹性阻尼层圆

柱壳进行振动频率与阻尼分析。基于实测得到的

未贴敷黏弹性阻尼层圆柱壳的前５阶固有频率，

利用 ＭＯＥＡ／Ｄ匹配算法可反推辨识出周向变刚

度弹性约束模型对应不同自由度的两种弹簧单元

的刚度值，如表２所示。

为了便于对比这里对弹簧均匀分布的情况也

做了理论计算，以３组平动弹簧犽狌、犽狏、犽狑 和１组

旋转弹簧犽狑θ模拟复合圆柱壳的边界条件，每个自

由度上的弹簧刚度值同样由 ＭＯＥＡ／Ｄ匹配算法

获得，结果如表３所示。

表２　周向变刚度分布各自由度的弹簧刚度值

犜犪犫犾犲２　犛狆狉犻狀犵狊狋犻犳犳狀犲狊狊狏犪犾狌犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犱犲犵狉犲犲狊狅犳犳狉犲犲犱狅犿犳狅狉犮犻狉犮狌犿犳犲狉犲狀狋犻犪犾犾狔狏犪狉犻犪犫犾犲狊狋犻犳犳狀犲狊狊犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狊

参数 犽狌／１０
７（Ｎ／ｍ） 犽狌θ／１０

１０（Ｎ／ｒａｄ） 犽狏／１０
８（Ｎ／ｍ） 犽狏θ／１０

１０（Ｎ／ｒａｄ） 犽狑／１０
４（Ｎ／ｍ） 犽狑θ／１０

３（Ｎ／ｒａｄ）

犽犼１ ２６５ ５３４０ ７．６４ ８４３ ２２．２ ３６７０

犽犼２ １．３１ ８．７１ １．２９ ５．３７ ６．０２ ５．９１

表３　周向均匀分布各自由度的弹簧刚度值

犜犪犫犾犲３　犛狆狉犻狀犵狊狋犻犳犳狀犲狊狊狏犪犾狌犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犱犲犵狉犲犲狊狅犳

犳狉犲犲犱狅犿犳狅狉犮犻狉犮狌犿犳犲狉犲狀狋犻犪犾犾狔狌狀犻犳狅狉犿犾狔犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀

参数 数值

犽狌／１０
１０（Ｎ／ｍ） ９．９６

犽狏／１０
７（Ｎ／ｍ） ８．４１

犽狑／１０
１０（Ｎ／ｍ） ７．２８

犽狑θ／１０
９（Ｎ／ｒａｄ） ３．１７

　　图６中描述了激振频率同弹性模量及损耗因

子的关系犈（ω）＝犳（ω），通过图６可由频率ω获

得对应的复弹性模量，代入复合圆柱壳模型中经

特征向量增值法计算可获复特征值和复特征向

量，经过反复迭代计算可获得每一阶的固有频

率值。

在考虑黏弹性材料频率依赖性的前提下，

分别将周向变刚度分布和周向均匀分布情况

下的弹簧刚度值代入到局部贴敷黏弹性阻尼

层的圆柱壳有限元模型中，经上述迭代计算获

得复合圆柱壳在不同弹性约束条件下的固有

频率值。所有计算结果均列在表４中，其中

犳ｕｎｉｃｉｒ和犳ｖａｒｃｉｒ分别为周向均匀分布和周向变刚

度分布下的前５阶固有频率计算结果，为了便

于比对，实验测得的前５阶固有频率值犳ｅｘｐ也

放在表４中。周向变刚度分布对应的模态振

型列在表５中。

表４　实验与理论计算的前５阶固有频率

犜犪犫犾犲４　犉犻狉狊狋５狀犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犫狋犪犻狀犲犱犫狔犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋犪狀犱狋犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀

阶次
实验

犳ｅｘｐ／Ｈｚ

周向均匀分布

犳ｕｎｉｃｉｒ／Ｈｚ

周向变刚度分布

犳ｖａｒｃｉｒ／Ｈｚ

（犳ｅｘｐ－犳ｕｎｉｃｉｒ ／

犳ｕｎｉｃｉｒ）／％

（犳ｅｘｐ－犳ｖａｒｃｉｒ ／

犳ｖａｒｃｉｒ）／％

１ ５４９．８１ ５８４．３５ ５３６．３１ ５．９１ ２．５２

２ ７０６．９４ ６４８．１６ ７３２．６４ ９．０７ ３．５１

３ ９００．９４ ８１８．１０ ９３５．４３ １０．１３ ３．６９

４ １１２７．１９ ９５４．８６ １１４３．８５ １８．０５ １．４６

５ １３８２．５６ １４７１．９２ １４１３．７３ ６．０７ ２．２０
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表５　实验与理论计算获得的前５阶模态振型比对

犜犪犫犾犲５　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳狋犺犲犳犻狉狊狋５狅狉犱犲狉犿狅犱犪犾狊犺犪狆犲狊

狅犫狋犪犻狀犲犱犳狉狅犿犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋犪狀犱

狋犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狊

阶次 实验模态振型 理论计算模态振型

１

２

３

４

５

　　由于受夹具及空气阻尼影响模态损耗因子不

易于与实验结果比对，这里只给出理论计算的前

５阶模态损耗因子ηｔｈｅｏｒｙ，如表６所示。

表６　前５阶模态损耗因子

犜犪犫犾犲６　犜犺犲犳犻狉狊狋５犿狅犱犪犾犾狅狊狊犳犪犮狋狅狉狊

阶次 ηｔｈｅｏｒｙ／１０
－５

１ ０．３７０８

２ ０．０５５０

３ ３．０１２５

４ ０．０４００

５ １．１５３７

　　比较周向变刚度弹性约束模型、周向均匀分

布弹性约束模型和实验结果的前５阶固有频率

值，周向变刚度弹性约束模型每一阶固有频率的

计算精度都显著高于周向均匀分布的弹性约束模

型，且模态振型基本与实验一致；证明了本文研发

的求解复合圆柱壳振动频率与阻尼方法的正确性。

３４　频率依赖性对复合圆柱壳振动频率与阻尼

的影响

　　以下用数值算例说明黏弹性阻尼层的频率依

赖性对复合圆柱壳的固有频率和模态损耗因子的

影响。在前５阶固有频率范围内求得图５所示的

黏弹性材料弹性模量和材料损耗因子的下限值、

上限值和平均值，参见表７所示。在不考虑材料

的频率依赖性时材料的弹性模量和损耗因子按表

７提供的下限值、上限值和均值引入。

考虑和不考虑频率依赖性时计算获得的复合

圆柱壳的固有频率犳ｃｏｎｓｉｄ和犳ｎｏｃｏｎｓｉｄ以及模态损耗

因子ηｃｏｎｓｉｄ和ηｎｏｃｏｎｓｉｄ见表８和表９。

从表８和表９的分析结果可以得出以下结

论：①对于ＺＮ１型黏弹性阻尼材料，考虑及不考

虑材料的频率依赖性时，对复合圆柱壳的固有频

率求解结果影响不大，原因可能是由于黏弹性材

料的弹性模量远小于基体的弹性模量，导致频率

依赖性对其影响较弱。②对于ＺＮ１型黏弹性阻

尼材料，在考虑及不考虑材料的频率依赖性时，对

复合圆柱壳的模态损耗因子求解结果差异较大。

在不考虑频率依赖性时，取损耗因子的平均值的

分析结果与考虑频率依赖性的结果较为接近。

表７　黏弹性材料的引入参数

犜犪犫犾犲７　犐狀狋狉狅犱狌犮狋犻狅狀狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狏犻狊犮狅犲犾犪狊狋犻犮犿犪狋犲狉犻犪犾

参数 下限值 上限值 均值

弹性模量／ＭＰａ ３．５６ ７．０３ ５．４４

损耗因子η ０．６５２ １．０５２ ０．８３７

表８　复合圆柱壳的固有频率

犜犪犫犾犲８　犖犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮狔狅犳犮狅犿狆狅狊犻狋犲犮狔犾犻狀犱狉犻犮犪犾狊犺犲犾犾

阶次
犳ｃｏｎｓｉｄ／

Ｈｚ

犳ｎｏｃｏｎｓｉｄ／Ｈｚ

下限值 上限值 均值

１ ５３６．３１ ５３６．３１ ５３６．３１ ５３６．３１

２ ７３２．６４ ７３２．６４ ７３２．６４ ７３２．６４

３ ９３５．４３ ９３５．４２ ９３５．４３ ９３５．４３

４ １１４３．８５ １１４３．８５ １１４３．８５ １１４３．８５

５ １４１３．７３ １４１３．７２ １４１３．７３ １４１３．７３
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表９　复合圆柱壳的模态损耗因子

犜犪犫犾犲９　犕狅犱犪犾犾狅狊狊犳犪犮狋狅狉狊狅犳犮狅犿狆狅狊犻狋犲犮狔犾犻狀犱狉犻犮犪犾狊犺犲犾犾

阶次
ηｃｏｎｓｉｄ／

１０－５

ηｎｏｃｏｎｓｉｄ／１０
－５

下限值 上限值 均值

１ ０．３７０８ ０．２４３８ ０．７７６７ ０．４７８２

２ ０．０５５０ ０．０３０８ ０．０９８０ ０．０６０３

３ ３．０１２５ １．５５５３ ４．９５５３ ３．０５１０

４ ０．０４００ ０．０２０１ ０．０６４０ ０．０３９４

５ １．１５３７ ０．５８５４ １．８６５１ １．１４８４

４　结　论

本文在考虑黏弹性材料频率依赖性以及非经

典弹性约束边界的条件下，创建了局部贴敷黏弹

性阻尼层的圆柱壳动力学有限元模型并进行了相

应的分析计算，得到如下结论：

１）研发了一种４节点２４自由度的圆柱壳单

元，推导了相应的刚度及质量矩阵，该单元可以有

效模拟贴敷及不贴敷阻尼层的圆柱壳结构的力学

行为。进一步，提出一种由６个弹簧组组成的周

向变刚度弹性约束模型来模拟圆柱壳底部的弹性

边界条件的方法，该方法考虑了螺栓影响区的变

连接刚度特性，比较传统均匀分布边界条件的方

法，可显著提升复合壳动力学分析的精度。

２）通过刚度及质量矩阵的叠加，最终确定了

局部贴敷黏弹性阻尼层圆柱壳的动力学有限元方

程，并描述了用特征向量增值法求解其振动频率

与阻尼的迭代计算过程。实例表明计算的固有频

率与实测值偏差的绝对值最大为３．６９％，模态振

型基本与实验一致，从而证明了所研发的复合圆

柱壳有限元模型的正确性。

３）基于所研发的模型，着重分析了所研究的

ＺＮ１型黏弹性材料的频率依赖性对复合圆柱壳

振动频率与阻尼的影响。结果表明对复合圆柱壳

的固有频率求解时，考虑及不考虑材料的频率依

赖性计算结果相差均小于０．０１％，说明黏弹性材

料的频率依赖性对复合结构固有频率的影响较

小；而对复合圆柱壳的模态损耗因子求解时，发现

考虑与不考虑频率依赖性结果相差最大为

１０９．４７％，说明该黏弹性材料对复合壳结构的模

态损耗因子的影响较大。
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